
練習問題解答

1-1　

ある慣性系において，粒子の変位を (dt, dx, dy, dz)と観測した
とすれば，時空距離は

ds =
√

(cdt)2 − (dx2 + dy2 + dz2)

= cdt

√√√√1− 1
c2

{(
dx

dt

)2

+
(

dy

dt

)2

+
(

dz

dt

)2
}

= cdt
√

1− β2 =
dt

γ
　 (c = 1)

となり，粒子の固有時間の経過 dτ に一致する。

　また，4元速度は

uµ =
dxµ

dτ
=

dt

dτ

dxµ

dt
=

γ

c

dxµ

dt

だから，時間成分・空間成分はそれぞれ

u0 = γ, u = γβ

となる。

1-2　

4元運動量の定義から，　

pµ = m0cu
µ = m0c

dxµ

dτ
であり，dτ がスカラーであるから pµ は dxµ と同じ変換に従

う 4元ベクトルである。
また，その成分は上に続いて

(pµ) =
(

m0c
dxµ

dt

dt

dτ

)
= (γm0c, γm0v) = (E/c, p)
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となる。したがってまた，　

pµpµ = E2/c2 − p2

となって，これはスカラーであるから p = 0となる座標系（粒
子とともに動く座標系）における値E0

2/c2に一致する。よって，

E =
√

E0
2 + p2c2

が導かれた。

　

1-3　

実際に右辺の和をとってみると，

(Fµνuν) =




0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0







γ

−γβx

−γβy

−γβz




=
γ

c




βxEx + βyEy + βzEz

Ex + vyBz − vzBy

Ey + vzBx − vxBz

Ez + vxBy − vyBx




=
γ

c

(
β ·E

E + v ×B

)
,　β ≡ v/c

となり，4元運動方程式の右辺の空間成分が γf/cであること

を考慮すれば，　

f = q(E + v ×B)

とローレンツ力の表式を得る。
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2-1　

x1軸に対して x2軸が反時計回りに αの角度をなすとする。計

量テンソルは，　
(gµν) =

(
1 cos α

cos α 1

)

だから，ベクトルAの共変成分 (A1, A2)は，反変成分 (A1, A2)
によって　

A1 = A1 + A2 cos α

A2 = A1 cos α + A2

と書けるが，これはまさに x1軸および x2軸への Aの正射影

となる。

2-2　

x1, x2, x3軸の基底（単位ベクトル）をそれぞれ e1, e2, e3とす

ると，変位ベクトル dxはその反変成分によって，

dx = dx1e1 + dx2e2 + dx3e3

と書ける。したがって計量は，
ds2 = (dx1e1 + dx2e2 + dx3e3)2

= (dx1)2e1
2 + (dx2)2e2

2 + (dx3)2e3
2

+2(dx1dx2e1 · e2 + dx2dx3e2 · e3 + dx3dx1e3 · e1)

= (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

+2(dx1dx2 cos α + dx2dx3 cos β + dx3dx1 cos γ)

となるから，計量テンソルは次のとおりである。

(gµν) =




1 cos α cos γ

cos α 1 cos β

cos γ cos β 1



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3-1　

球座標の基本テンソル

(gµν) =




1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ




によって，ベクトルAの共変成分は

Aµ = gµνAν

となるから，

(A1, A2, A3) = (A1, r2A2, r2 sin2 θA3)

= (Ar, rAθ, r sin θAϕ).

　

3-2

座標の計量および基本テンソルは，次のとおりである。

ds2 = R2dθ2+R2 cos2 θdφ2 (gµν) =

(
R2 0
0 R2 cos2 θ

)

したがってベクトルAにおいて，座標 x1 = θ，x2 = φにつ

いての反変成分を (A1, A2)，共変成分を (A1, A2)とおけば，

A2 = A2
θ + A2

φ = A1A1 + A2A2 = R2(A1)2 + R2 cos2 θ(A2)2

となるので，求める関係は以下のようになる。

A1 =
1
R

Aθ A1 = RAθ

A2 =
1

R cos θ
Aφ A2 = R cos θAφ
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7-1　

基本テンソルの変換は，

gα′β′ = xµ,α′ x
ν ,β′ gµν

となるから，これをさらに微分すると

gα′β′ ,γ′ = xµ,α′ x
ν ,β′ x

σ,γ′ gµν ,σ +(xµ,α′γ′ x
ν ,β′ +xν ,β′γ′ x

µ,α′ )gµν

gα′γ′ ,β′ = xµ,α′ x
σ,γ′ x

ν ,β′ gµσ,ν +(xµ,α′β′ x
σ,γ′ +xσ,γ′β′ x

µ,α′ )gµσ

gβ′γ′ ,α′ = xν ,β′ x
σ,γ′ x

µ,α′ gνσ,µ +(xν ,β′α′ x
σ,γ′ +xσ,γ′α′ x

ν ,β′ )gνσ

を得る。(第 1式+第 2式−第 3式)/2により，クリストッフェ
ル記号の変換は

Γα′β′γ′ = xµ,α′ x
ν ,β′ x

σ,γ′ Γµνσ + xµ,α′ x
ν ,β′γ′ gµν

となる。右辺第 2項の存在により似非テンソルであることが
確認された。

　

7-2　

緯度 x1 = θ，経度 x2 = φに対する球面座標の基本テンソルは，

(gµν) =

(
R2 0
0 R2 cos2 θ

)
(gµν) =

(
1/R2 0

0 1/R2 cos2 θ

)

である（練習問題 3-2参照）。成分の座標による微分係数で 0
でないのは，

g22,1 = −R2 sin 2θ

のみであり，したがって第 1種クリストッフェル記号は，

Γ221 = Γ212 =
1
2
g22,1 = −1

2
R2 sin 2θ

Γ122 = −1
2
g22,1 =

1
2
R2 sin 2θ
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その他の成分は 0

また，第 2種クリストッフェル記号は，

Γ 2
21 = Γ 2

12 = g22Γ212 = − tan θ

Γ 1
22 = g11Γ122 =

1
2

sin 2θ

その他の成分は 0

となる。これを用いて，平行移動によるベクトルの変化は

dA1 = −1
2
A2R2 sin 2θ · dφ

dA2 =
1
2
R2 sin 2θ(A1dφ−A2dθ)

となる。座標軸への射影 (Aθ, Aφ)を用いて，変位 (0, dφ)に対
する結果を得ると

dAθ = −Aφ sin θ · dφ

dAφ = Aθ sin θ · dφ

となる。

9-1　

Lの偏微分をとると，

∂L

∂ẋµ
　 =　

gµν ẋν

L
,

∂L

∂xµ
=

gλν ,µ ẋλẋν

2L

∵　
∂(gµν ẋµẋν)

∂ẋσ
= gµν

(
∂ẋµ

∂ẋσ
ẋν + ẋµ ∂ẋν

∂ẋσ

)

= gµν(gµ
σ ẋν + ẋµgν

σ)

= gσν ẋν + gµσẋµ = 2gσν ẋν .
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したがって，オイラー方程式の左辺は

d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
=

d

dτ

(
gµν ẋν

L

)
− gλν ,µ ẋλẋν

2L

= gµν
d

dτ

(
ẋν

L

)
+

ẋν

L
gµν ,λ ẋλ − gλν ,µ ẋλẋν

2L

= gµνL
d

ds

(
dxν

ds

)
+

1
2L

(gµν ,λ +gµλ,ν −gλν ,µ )L2 dxν

ds

dxλ

ds

= L

(
gµν

d2xν

ds2
+ Γµνλ

dxν

ds

dxλ

ds

)
= 0

となる。ただし，途中で Ldτ = dsを用いた。

両辺に gαµ/Lをかけると，

d2xα

ds2
+ Γα

βγ

dxβ

ds

dxγ

ds
= 0

と測地線の方程式を得る。

　

9-2　

ラグランジアン Lの偏微分をとると，

∂L

∂ẋµ
=

2mgµν ẋν

√
1− 1

c2
gµν ẋµẋν

,
∂L

∂xµ
=

mgλν ,µ ẋλẋν

√
1− 1

c2
gµν ẋµẋν

.

ラグランジュ方程式をつくって，

dτ = dt

√
1− 1

c2
gµν ẋµẋν

によりパラメタを座標時 tから固有時 τ にとりかえると，9-1

とほぼ同じ計算によって測地線の方程式

d2xα

dτ2
+ Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= 0
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を得る。したがって，粒子は曲面上の測地線を軌道として運動

する。

　この問題は，曲がった 4次元時空とそれを埋め込んだ平坦な
5次元空間の関係を類推するのに格好の材料である。イメージ
として，曲面への拘束は重力場すなわち曲がった時空への拘

束に相当し，測地線軌道は自由粒子の世界線に相当すること

になる。

　ちなみに，非相対論的な範囲では拘束される空間（曲面，曲

線）の線素を dsとして，

L =
1
2
m

(
ds

dt

)2

=
1
2
mgµν ẋµẋν , ẋµ ≡ dxµ

dt

となり，運動方程式

ẍα + Γα
βγ ẋβ ẋγ = 0

を得る。

10-1　

与えられた変換に gδ′α′ をかけて添字をひとつ上げると，

Γ δ′
β′γ′ = xδ′ ,ζ xα′ ,η gζη(xµ,α′ x

ν ,β′ x
σ,γ′ gλµΓλ

νσ + xµ,α′ x
ν ,β′γ′ gµν)

= xδ′ ,ζ xν ,β′ x
σ,γ′ g

µ
η gζηgλµΓλ

νσ + xδ′ ,ζ xν ,β′γ′ g
µ
η gζηgµν

= xδ′ ,ζ xν ,β′ x
σ,γ′ g

ζ
λΓλ

νσ + xδ′ ,ζ xν ,β′γ′ g
ζ
ν

= xδ′ ,λ xν ,β′ x
σ,γ′ Γλ

νσ + xδ′ ,ν xν ,β′γ′

となり，これが求める変換である。
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10-2

　Aα′
:γ′ = Aα′ ,γ′ +Γα′

β′γ′A
β′

= (xα′ ,µ Aµ),σ xσ,γ′ +(xα′ ,µ xν ,β′ x
σ,γ′ Γµ

νσ + xα′ ,ν xν ,β′γ′ )xβ′ ,ρ Aρ

= (xα′ ,µσ Aµ + xα′ ,µ Aµ,σ )xσ,γ′

+(xα′ ,µ xσ,γ′ g
ν
ρΓµ

νσ + xα′ ,ν xβ′ ,ρ xν ,β′γ′ )Aρ

= (xα′ ,µσ xσ,γ′ +xα′ ,ν xβ′ ,µ xν ,β′γ′ )Aµ

+xα′ ,µ xσ,γ′ A
µ,σ +xα′ ,µ xσ,γ′ Γµ

ρσAρ

= xα′ ,µ xσ,γ′ (Aµ,σ +Γµ
ρσAρ) = xα′ ,µ xσ,γ′ A

µ
:σ

∵　xα′ ,µσ xσ,γ′ +xα′ ,ν xβ′ ,µ xν ,β′γ′ = (xα′ ,σ xσ,γ′ ),µ = gα′
γ′ ,µ = 0

　

11-1　

Rµνρσ の成分は合計 24 = 16個である。
場合分けして考えると，

(i)　添字がすべて同じ場合　　 R1111 = R2222 = 0.

(ii)　添字が 3つだけ同じ場合　　 2× 4 = 8個すべて 0。
(iii)　 2つ同じ添字が 2組ある場合

全部で 6個あって，

R1122 = R2211 = 0

R1212 = R2121 = −R1221 = −R2112

以上，独立な成分は 1個である。　

　 3次元空間の場合も同様の考察で，独立な成分の個数は 6個
となる。
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11-2　

7-2の結果

g11 = R2 g22 = R2 cos2 θ

Γ221 = Γ212 = −1
2
R2 sin 2θ

Γ122 =
1
2
R2 sin 2θ

Γ 2
21 = Γ 2

12 = − tan θ

Γ 1
22 =

1
2

sin 2θ

　

を用いて，添字を下げた曲率テンソル

Rµνρσ = gµβ(Γβ
νσ,ρ − Γβ

νρ,σ) + Γα
νσΓµαρ − Γα

νρΓµασ

を計算する。11-1の結果から独立な成分のひとつは

R1212 = g11Γ 1
22,1 − Γ 2

21Γ122

= R2 ∂

∂θ

(
1
2

sin 2θ

)
− (− tan θ) · 1

2
R2 sin 2θ

= R2 cos2 θ

となる。

　

12-1

Γ 1
22,1 = −1,　Γ 2

12,1 = Γ 2
21,1 = −1/r2

Γ 1
22Γ

2
12 = Γ 2

12Γ
1
22 = −1

から，曲率テンソルの 0でないと考えられる成分は，R1221お

よび対称性によりこれと関連付けられたものに限られる（11-1

参照）。ところが，

R1
221 = −Γ 1

22,1 + Γ 2
21Γ

1
22

= −(−1) +
1
r
· (−r) = 0
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であるから，

R1221 = R2112 = −R2121 = −R1212 = 0

すなわち曲率テンソルの成分はすべて 0であることが確認さ
れた。

　

12-2

2軸のなす角を αとすると，

S(1) = x1 = r cos φ− r sinφ

tanα
, S(2) = x2 =

r sinφ

sinα

となるのでこれを微分すると，

∂S(1)

∂r
= cos φ− sinφ

tanα
,

∂S(1)

∂φ
= −r sinφ− r cos φ

tanα

∂S(2)

∂r
=

sinφ

sinα
,

∂S(2)

∂φ
=

r cos φ

sinα

さらに微分して，

∂2S(1)

∂r2
= 0,

∂2S(1)

∂r∂φ
= − sinφ− cos φ

tanα
=

1
r

∂S(1)

∂φ

∂2S(1)

∂φ2
= −r

(
cos φ− sinφ

tanα

)
= −r

∂S(1)

∂r

∂2S(2)

∂r2
= 0,

∂2S(2)

∂r∂φ
=

cos φ

sinα
=

1
r

∂S(2)

∂φ

∂2S(2)

∂φ2
= −r sinφ

sinα
= −r

∂S(2)

∂r

したがって，S(1), S(2) が偏微分方程式 S,µν = Γσ
µνS,σ の解で

あることが確認された。
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12-3

必要な量のうち 0でないものを計算して列挙すれば，

ds2 = dr2 + ρ2 sin2 r

ρ
· dφ2

g11 = 1, g22 = ρ2 sin2 r

ρ
, g11 = 1, g22 =

1
ρ2 sin2 r/ρ

g22,1 = ρ sin
2r

ρ

Γ122 = −1
2
ρ sin

2r

ρ
, Γ212 = Γ221 =

1
2
ρ sin

2r

ρ

Γ 1
22 = −1

2
ρ sin

2r

ρ
, Γ 2

12 = Γ 2
21 =

1
ρ tan r/ρ

Γ 1
22,1 = − cos

2r

ρ
, Γ 2

12,1 = Γ 2
21,1 = − 1

ρ2 sin2 r/ρ

Γ 1
22Γ

2
12 = Γ 2

12Γ
1
22 = − cos2

r

ρ

となる。したがって曲率テンソルの 0でない成分は，

R1221 = R2112 = −R1212 = −R2121 = − sin2 r

ρ
　.

　

13-1　

与えられた変換式を xρ で微分すると，

xλ′ ,ρ = gλ
ρ +

1
2
Γλ

µν(P)
{
gµ

ρ (x− x
P
)ν + (x− x

P
)µgν

ρ

}

= gλ
ρ +

1
2
{
Γλ

ρν(P)(x− x
P
)ν + Γλ

µρ(P)(x− x
P
)µ

}

さらに xσ で微分すると，

xλ′ ,ρσ =
1
2
{
Γλ

ρν(P)gν
σ + Γλ

µρ(P)gµ
σ

}
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となる。また，変換式を xα′ で微分すると，

gλ
α = xλ,α′ +

1
2
Γλ

µν(P)
{
xµ,α′ (x− x

P
)ν + (x− x

P
)µxν ,α′

}

∴　 xγ ,λ′
∣∣
P

= gγ
λ

となるから，結局

xγ ,λ′ x
λ′ ,ρσ

∣∣
P

= gγ
λ ·

1
2
{
Γλ

ρν(P)gν
σ + Γλ

µρ(P)gµ
σ

}

=
1
2
{
Γ γ

ρσ(P) + Γ γ
σρ(P)

}

= Γ γ
ρσ(P)

すなわち，

Γα′
β′γ′(P) = 0

つまり，座標系 (x′)は点 Pにおける測地座標系となる。

　

　

14-1　

　 ‖ gλµ ‖ · ‖ gµν ‖=‖ gλµgµν ‖=‖ gν
λ ‖= 1

より， g ≡‖ gλµ ‖= 1
‖ gλµ ‖

したがって，以下アインシュタインの規約を解除して

∂g

∂gλµ
=

∂

∂gλµ

(
1

‖ gλµ ‖
)

= − 1
‖ gλµ ‖2

∂ ‖ gλµ ‖
∂gλµ

ここで，‖ gλµ ‖を余因子 Gλµ =‖ gλµ ‖ gλµ を用いて

‖ gλµ ‖=
∑

µ

(gλµ × Gλµ)

と展開すれば，

∂g

∂gλµ
= − Gλµ

‖ gλµ ‖2 = − gλµ

‖ gλµ ‖ = −ggλµ

を得る。
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14-2

12-3の結果

R1221 = R2112 = −R1212 = −R2121 = − sin2 r

ρ

を用いて，リッチテンソル Rνρ = Rµ
νρµ を計算すれば，

R11 = g22R2112 = − 1
ρ2

R12 = R21 = 0

R22 = g11R1221 = − sin2 r

ρ

となる。また，R = gνρRνρ によりスカラー曲率は，

R = g11R11 + g22R22 = − 2
ρ2

となる。なお，これは空間的距離の符号を ds2 > 0とした結果
であり，ds2 < 0すなわち g < 0とした場合にはR = 2/ρ2 > 0
となる。

　

16-1　

gµν を行列表示すると，

(gµν) =




g00 0 0 0
0
0 gmn

0




となるから，

g ≡‖ gµν ‖= g00 ‖ gmn ‖ .
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一方，gµν は gµν の逆行列だから，

gµν =
1
g
× Gµν （Gµνは gµνの余因子）

と書ける。したがって各成分は，

g00 =
1
g
× ‖ gmn ‖= 1

g00

gm0 =
1
g
× Gm0 = 0 ∵　 Gm0 = (−1)m ×

∣∣∣∣∣
0 0 0
* * *
* * *

∣∣∣∣∣ = 0

　 gmn =
1
g
× Gmn

=
1
g
× g00 × G̃mn （G̃mnは (gmn)に対する gmnの余因子）

=
G̃mn

‖ gmn ‖ すなわち gmnは gmnの逆行列

となる。

　

　

18-1

g11 = −f(r)とおいてクリストッフェル記号を計算すると，以
下のようになる。

ds2 =
(

1− 2m

r

)
dt2 − f(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θ · dφ2)　

g00 = 1− 2m

r
, g11 = −f(r), g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ

Γ 0
10 =

m

r2(1− 2m/r)
,

Γ 1
00 =

m

r2f
, Γ 1

11 =
f ′

2f
, Γ 1

22 = − r

f
, Γ 1

33 = −r sin2 θ

f
,
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Γ 2
12 =

1
r
, Γ 2

33 = − sin θ cos θ,

Γ 3
13 =

1
r
, Γ 3

23 = cot θ

これらを用いて，重力場の方程式は

R00 =
m

2r2f

{
f ′

f
+

2m

r2(1− 2m/r)

}
= 0

i.e.
f ′

f
= − 2m

r2(1− 2m/r)

となり，これを積分して lim
r→∞

f(r) = 1により，

f(r) =
1

1− 2m/r

を得る。他の成分についても同じである。

　

18-2

L =

[(
1− 2m

r

)
ṫ2 −

(
1− 2m

r

)−1

ṙ2 − r2(θ̇2 + sin2 θ · φ̇2)

] 1
2

= 1

だから，tについては

∂L

∂ṫ
=

(
1− 2m

r

)
ṫ,

∂L

∂t
= 0 ∴　

d

ds

[(
1− 2m

r

)
ṫ

]
= 0

θについては，

∂L

∂θ̇
= −r2θ̇,

∂L

∂θ
= −r2 sin θ cos θ · φ̇2

∴　
d

ds
(r2θ̇)− r2 sin θ cos θ · φ̇2 = 0

i.e.　θ̈ +
2
r
· ṙθ̇ − sin θ cos θ · φ̇2 = 0
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また，φについては

∂L

∂φ̇
= −r2 sin2 θ · φ̇,

∂L

∂φ
= 0 ∴　

d

ds
(r2 sin2 θ · φ̇) = 0

を得る。

　

18-3

ds2 の式に代入して得られた結果を ṙ2 について解くと，

ṙ2 = k2 −
(

1− 2m

r

)(
1 +

h2

r2

)

ここで，u = 1/r, ṙ = −u̇/u2 と変数変換すると，

u̇2

u4
= k2 − (1− 2mu)(1 + h2u2)

φ̇2 = u4h2 だから，上式の両辺に u4/φ̇2 = 1/h2 をかければ
(

du

dφ

)2

=
1
h2

(k2 − 1 + 2mu− h2u2 + 2mh2u3)

これを φで微分して整理すると，

d2u

dφ2
+ u =

m

h2
+ 3mu2

を得る。

　

18-4

与えられた uを軌道方程式にあらためて代入すれば，

左辺 ' 1
l
[1 + ε0 − 2δe cos(1 + δ)φ− 3ε2 cos 2(1 + δ)φ]

右辺 ' 1
l

[
1 +

3m

2l
(2 + e2) +

6me

l
cos(1 + δ)φ +

3me2

2l
cos 2(1 + δ)φ

]
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となるから両辺を比較して，

ε0 ' 3m

2l
(2 + e2), δ ' −3m

l
, ε2 ' −me2

2l

を得る。ε0, δ, ε2,m/lが同程度の微小量となることから，これ

らについて 2次の項を捨てたことがあらためて正当化される。

　

19-1

dt/drの式をひっくり返すだけで，ただちに

dr

dt
= −1

k

(
1− 2m

r

)(
k2 − 1 +

2m

r

) 1
2

であるが，無限遠（r = ∞）から初速 0（v1 = 0）で落下する
物体について，

k =

√
1− 2m

r
+ (v1)2 = 1

が保存されるから，

β(r) = −
(

1− 2m

r

) √
2m

r

となる。これを rで微分すると，

dβ(r)
dr

=
1
r2

√
m

2r
(r − 6m)

となり，r = 6mで |β(r)|は最大値をとる。
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19-2

β2 =
(v1)2

(v0)2
=

k2 − g00

(k/g00)2
= g00

2
(
1− g00

k2

)

だから，

k =
√

g00

1− β2/g00
2

' √
g00

(
1 +

β2

2g00
2

)

'
(
1− m

r

) (
1 +

β2

2

)

' 1 +
1
2
β2 − m

r

を得る。したがって，ニュートン力学の標準的な表記にもどせ

ば次のエネルギーの式を得る。

km0c
2 = m0c

2 +
1
2
m0v

2 − GMm0

r
　.

　

23-1

与えられたテンソル方程式

∗Fµν ,ν = 0

から第 1の組の 3次元ベクトル形式を導けばよい。まず，

∗F 0ν ,ν = ∗F 0m,m

= −Hm,m = 0

すなわち　∇ ·H = 0.

一方，

∗Fmν ,ν = ∗Fm0,0 + ∗ Fmn,n

= Hm,0 +Er,n−En,r (m,n, r)循環

=
[

1
c

∂H

∂t
+∇×E

]m

= 0

すなわち　
1
c

∂H

∂t
= −∇×E.
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　当然ながら，共変形は微分を共変微分ととりかえればよく，

∗Fµν
:ν = 0

となる。

　

28-1

電磁場のテンソルは，

(Fµν) =




0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Hz −Hy

−Ey −Hz 0 Hx

−Ez Hy −Hx 0




(Fµν) =




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Hz −Hy

Ey −Hz 0 Hx

Ez Hy Hx 0




だから，

FµνFµν = −2(Ex
2 + Ey

2 + Ez
2) + 2(Hx

2 + Hy
2 + Hz

2)

= −2(E2 −H2)

となる。
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　30-1

L′ が φn ，φn,σ ，· · ·を含むとき，作用積分の変分は

δI ′ =
∫ (

∂L′
∂gµν

δgµν +
∂L′
∂φn

δφn +
∂L′

∂φn,σ
δφn,σ + · · ·

)√
d4x

という形になる。ただし，添字については場を区別する nを

含めて和をとるものとする。ここで例えば 1階微分の項を取
り出して，

∂L′
∂φn,σ

δφn,σ = Anσδφn,σ

とおけば，その積分は
∫

Anσδφn,σ
√

d4x =
[
Anσ√ δφn

]−
∫

(Anσ√),σδφnd4x

と部分積分でき，右辺第 1項は積分領域の境界で δφn = 0と
なるために消える。同様に高階微分の項も部分積分で順次階数

を下げることができるから，結局 δgµν の項以外はすべて δφn

の項に集約される。

　

33-1

　（33.3），（33.4）を用いて，

Rρσ = gµνRµρσν

' 1
2

gµν(gµν,ρσ − gρν,µσ − gµσ,ρν + gρσ,µν)

=
1
2

gµν(gµν,ρσ − 1
2

gµν,ρσ − 1
2

gµν,ρσ + gρσ,µν)

=
1
2

gµνgρσ,µν =
1
2
□ gρσ
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33-2

4元ポテンシャル κµ を lσxσ だけの関数と見ることができる

（ただし，lσlσ = 0）。すると，

κµ,σ = uµlσ , uµ =
∂κµ

∂(lσxσ)

と書くことができて，ローレンツ条件は

κµ
,µ = uµlµ = 0

となるから，

FµνFµν = FµνgµαgνβFαβ

= gµαgνβ(uµlν − uν lµ)(uαlβ − uβlα)

= gµαgνβ(uµuαlν lβ − uµuβlν lα − uνuαlµlβ + uνuβlµlα)

= 2uµuµlν lν − 2uµlµuν lν = 0

　

34-1

u′ = Ru tR

=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
u11 u12

u21 u22

)(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

=
(

u11 cos2 θ + u12 sin 2θ + u22 sin2 θ − 1
2 (u11 − u22) sin 2θ + u12 cos 2θ

− 1
2 (u11 − u22) sin 2θ + u12 cos 2θ u11 sin2 θ − u12 sin 2θ + u22 cos2 θ

)

となるから，エネルギーに寄与する成分は次のように変換する。

1
2
(u11 − u22)′ =

1
2
(u11 − u22) cos 2θ + u12 sin 2θ

u12
′ = u12 cos 2θ − 1

2
(u11 − u22) sin 2θ
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θ = πは両者を変えないから，2つの成分はいずれも回転にお
いて 2回対称である。また，θ = ±π/4は両者を交換するから，
2つの成分は互いに 45°ずれた方向への偏波を示す。
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