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Mathcadは，Mathematicaと並ぶ数学・技術計算ソフトウェアである。特長としては，数学の標準表記を

使っているため可読性が高く，数式を含むワークシートがそのまま一般を対象としたドキュメントとして通用

することである。したがって，数学的記述やグラフ・図表を含むレポート作成にワードプロセッサとして使用

することもできる。汎用性の高いMathcadを支援ソフトとして，いくつかの簡単な振動系の解析を試みたの

でここに紹介する。

1 数学・技術計算ソフトMathcadに

ついて

1.1 Mathcadの概要

Mathcadは，アメリカで開発された数学・技術計算ソ

フトウェアで，日本においては現在「Mathcad 2000J」

がその日本語版として提供されている。機能的には，数

学ソフトとしてよりポピュラーなMathematicaに匹

敵する汎用ソフトである。

Mathematicaとの最も大きな違いは，ワークシー

トにおける数式が標準表記であるということである。そ

のため可読性が高く，Mathcadを知らない対象者にも

数式を含めてプレゼンテーションが可能である。Math-

cad ワークシートはフォントの品質がやや落ちるもの

の，そのままレポートとして十分使えるものである。入

力も簡単で，微分・積分記号などがワンキーまたはメ

ニューボックスのクリックで入力できる。したがって，

全てが特有の関数として表記されるMathematicaに

比べて，初心者にはとっつきやすい操作性を持っている

といえる。

計算機能上の全面的な比較は，本稿の目的をはずれる

ので他にゆずるとして，今回の使用目的に関わる範囲

でひとつあげれば，Mathematicaは全般的にシンボ

リック計算に強い。とりわけ，Mathcadに微分方程式

をシンボリックすなわち解析的に解く機能がないのは残

念である。しかし，数値積分の機能はひけをとらず，結

果のグラフ表現とあわせて十分な計算能力をもつといえ

るだろう。

以下にMathematicaおよびMathcadによる数式

の表記の違いをみるために例をあげておく。

(Mathematica)

f[x_,n_]:=Sum[x^i,{i,0,n}]

D[P[x,y],x]

Integrate[1/Sqrt[x],{x,a,b}]

(Mathcad)

2 Lagrangeの運動方程式

2.1 運動方程式のたてかた

振動系を記述する運動方程式をたてるにあたって，も

ちろんあらわに（力̇ まかせに）F = maを書き下ろす

ことも可能だが，系が複雑になってくると力の記述はか

なりの困難をともなう。そこで，重力やフックの法則に

当てはまる範囲での復元力による運動の場合，より簡明

に記述できるポテンシャルを，逆に座標で微分して力を

導出する方法が簡便である。そこで，出てくるのがラグ

ランジュの方程式である。

ラグランジュ方程式は，運動の法則のより抽象度の高
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い表現である「最小作用の原理」から導かれるとするの

が解析力学の立場であるが，ともかく多自由度系の運動

解析に威力を発揮するラグランジュ方程式について，マ

ニュアル的におさらいしておこう。

系の一般座標を q,一般速度を q̇ ≡ dq
dt とする。系の

運動エネルギー K，ポテンシャル・エネルギー U

に対して

L = K − U
をラグランジアンといい，一般に q, q̇ の関数とな

る。ラグランジアン Lに対して，運動方程式は

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0

となる。得られた微分方程式は，例えば

mr̈− F = 0

(質点mの変位 rに対して)

Iθ̈−N = 0

(慣性モーメント I の角変位θに対して)

と同じになる。

2.2 単振り子

簡単な例として単振り子の運動方程式をたててみる。

質点 mが長さ lの糸につりさげられた振り子の角変位

θに対して，

K =
1

2
ml2θ̇2, U = mgl(1− cos θ)

であるから，ラグランジアンとその微分は

L =
1

2
ml2θ̇2 −mgl(1− cos θ)

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,

∂L

∂θ
= −mgl sin θ

となり，運動方程式

θ̈ +
g

l
sin θ = 0

を得る。

3 単純振動系

単振り子の発展として，振幅が十分小さい場合には単

振動として扱える系のうち，興味深い問題を含むもの

について解析してみよう。なお，以後すべての系の解析

は，主に

1. 運動方程式の導出

2. 運動方程式の数値積分

3. 積分結果のグラフ化

の点でMathcadの支援を受けながら，独立したワー

クシートとして作成したものの概略である。本稿の目的

に添うために，Mathcadドキュメントの中で主要な計

算およびグラフについては，これらから抜粋したものを

必要に応じて掲載することにする。

3.1 リング振り子

リングの１点を支点とした振り子は，リングの下部

をカットしても周期が変わらない。この事実のよりエ

レガントな説明は次節に見送るが，まずは運動方程式

をたてて確認してみよう。

支点から中心角 φ だけ残して切り欠いたリングにつ

いて考える。もとのリングの質量をM とすれば，切り

欠いたリングの質量は，

m =
φ

π
M

であり，またその重心は支点から，

lG = (1− sinφ
φ
)a （aはリングの半径）

だけ下になる。角変位を θとするとき位置エネルギーと

運動エネルギーは，

U = −mglG cos θ

K =
1

2
ml2Gθ̇

2 +
1

2
{ma2 −m(a− lG)2}θ̇2

（平行軸の定理 I = IG +mR
2 より）

となるから，ラグランジュ方程式を求めれば次のように

なる。

θ̈ = − g
2a
sin θ
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すなわち，長さ 2aの単振り子と等価であり，微小振動

におけるその周期は，

T = 2π

r
2a

g

となり，φに依存しない。

リング振り子の実験

幅のあるリング振り子の周期の φ 依存性
（Mathcad によるグラフと実験値＝×）

5mmφのアルミ棒を鍋に合わせて半径 10cm に曲げ

て，φ = π～π/3 のリング振り子を４通り作って実験し

た。はじめ，方程式のミスで周期が φに依存する計算

結果を得たが，実験はそれをみごとに否定し，ナイフの

上で振らしたところすべて同じ周期約 0.91 [sec.] を示

した。ちなみに幅の無視できないリング振り子では，切

り欠きが大きいほど（φが小さいほど）周期が長くなる

ことを，理論上確認することができたが，工作用紙でい

くつか幅のあるリング振り子をつくり実験したところ，

測定精度の範囲で理論値とほぼ満足できる一致をみた。

3.2 やじろべえ振り子

うでの長さ l，開き角 2αのやじろべえ形の振り子を

考える。

平衡位置からの角変位を θとすると，ラグランジアン

は次のようになる。

L = K − U
=

1

2
(2m)l2θ̇2 +mgl(cos(α+ θ) + cos(α− θ))

= ml2θ̇2 + 2mgl cosα cos θ

' ml2θ̇2 + 2mgl cosα(1− 1
2
θ2)

ただし，ポテンシャルの基準点は支点にとり，微小振動

の近似をとった。

微分を実行して次の運動方程式を得る。

θ̈ +
g cosα

l
θ = 0

したがって，周期は

T = 2π

s
l

g cosα

となり，右図の円の直

径

2a =
l

cosα

を長さとする単振り子に同等であることがわかる。同一

円周上におもりが位置するようなやじろべえ振り子はす

べて同じ周期をもつということになり、実は前述したリ

ング振り子はこれらのやじろべえ振り子の集合と考えれ

ば，切り欠きの大きさに関わらずすべて同じ周期を持つ

という事実に対して，方程式をたてるまでもなく納得で

きることに気づく。簡単で美しい現象には，簡明でエレ

ガントな解釈が必ずあるものである。

Mathcad による関数とグラフ
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4 連成振動系

自由度２の振動系のうちから，カオス的なふるまいを

するとされる連成棒振り子について解析する。

4.1 連成棒振り子

簡単のため長さ l，質

量mの同じ２本の棒の

連結を考えることにす

る。２本の棒の重心の

座標および，速度成分

は以下の通りである。

x1 =
1
2 l cos θ1, y1 =

1
2 l sin θ1

x2 = 2x1 +
1
2 l cos θ2, y2 = 2y1 +

1
2 l sin θ2

ẋ1 = −12 lθ̇1 sin θ1, ẏ1 =
1
2 lθ̇1 cos θ1

ẋ2 = 2ẋ1 − 1
2 lθ̇2 sin θ2, ẏ2 = 2ẏ1 +

1
2 lθ̇2 cos θ2

慣性モーメント I = 1
12ml

2を用いて，ラグランジアンは

K =
1

2
m(ẋ21 + ẏ

2
1 + ẋ

2
2 + ẏ

2
2) +

1

2
I(θ̇21 + θ̇22)

U = −mg(x1 + x2)

L = K − U
によって得られる。Mathcadによって微分を実行して

次の運動方程式を得た。

θ̈1 =
3

8
(θ̇1θ̇2 sin(θ2 − θ1)− 3g

l
sin θ1)

θ̈2 =
3

2
(−θ̇1θ̇2 sin(θ2 − θ1)− g

l
sin θ2)

Mathcad によるシンボリックな微分

下の棒の重心の水平位置（破線）と垂直位置（実線）の時間変化

4.2 カオス的なふるまいについて

前節の結果を利用して，カオスの香り漂う連成棒振り

子の運動をMathcad のグラフを通して見てみよう。

下の棒の重心の軌跡

２つの棒の角変位を直角座標にプロット

4.3 連成棒振り子の実験

15mm 角のアルミパ

イプを使い，長さ 30cm

のものをベアリングで

連結した。減衰は早い

が，初期条件の違いに

より実に様々な運動を

見せてくれる。

運動を記録しようと

思い，手近にあった豆球を 2.5V-4.7Fのコンデンサとと

もに振り子に搭載した。１回の充電で１分程度はもつ

ので，十分記録できる。シャッター開放で写真にとるの

が記録としてはいいのだが，時間とフィルムの無駄を省

くためデジタルカメラの動画を使った。コマ送りで再生

してみると，速いところではかなり軌跡が流れるが，そ

の部分での速度がわかって結果的にはおもしろい記録に

なった。減衰が大きいため，シミュレーションで対応す

る軌跡をみつけることはできなかったが，カオスの一端
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を垣間見ることができた。

5 共振系

共振現象はエネルギー交換のプロセスが見えにくい

ものが多く，共振系全体としての運動方程式を書き下ろ

すのは一般に困難である。ここでは，比較的そのメカニ

ズムがはっきりしていてわかりやすい２つの例について

解析してみよう。

5.1 ウィルバーフォース振り子

つるまきばねの性質

から，上下振動とねじ

れ振動が交替する共振

系である。おもりの質

量を m，慣性モーメン

トを I とし，また伸縮

の弾性定数（ばね定数）

を k，ねじれの弾性定数

を µとする。伸縮とねじれそれぞれの平衡位置からの

変位を x，θとすれば，両者を独立とした場合の運動方

程式は，

mẍ = −kx, I θ̈ = −µθ
となるから，共振条件は次式で表される。

k

m
=
µ

I

エネルギー移動のメカニズムは，ばねの自然な伸縮が

そのねじれを伴うことにある。そこで，両者の相互作用

を記述するためにばねの伸び x に対して自然に生じる

ねじれを ∆θとして，両者が，

∆θ = αx

なる比例関係にあると仮定する。すると，もしばねの伸

びが xのとき，ねじれの平衡点は αxだけずれ，実際の

ねじれが θ であるならば，次のトルクを生じることに

なる。

τ = −µ(θ − αx)
以上の近似モデルから結論として次の運動方程式を

得た。
ẍ = − k

m (x− αµ
k )

θ̈ = −µI (θ − αx)
実際の振り子では，フックの法則からの逸脱がみら

れ，パラメータの測定もかなり困難であるが，その精度

と近似の範囲でまず満足できる実験結果を得た。

測定パラメータ値による数値シミュレーション
（実験による共振周期は約 40 秒であった）

5.2 ふりこ三兄弟

ある研究会で写真の

ような共振ばね振り子

の報告を聞き，その場

でキットをいただいて

きた。作者の「ふりこ

三兄弟」というネーミ

ングは，この共振系の

運動にぴったりで，兄

弟が仲良くリズムを合

わせたりケンカを始め

たりする様子に，つい頬がゆるむ。

おもりの質量m，ばねの平衡長 l，ばね定数 kは同じ

とし，いずれも平衡時に支点から αl のところにゴムが

固定されているとする。また４本にわかれたゴムの平衡

時の長さとばね定数はすべて同じで d ，κとする。おも

りの平衡位置からの変位を x1，x2，x3とし，ゴムによ

る結合は十分弱いとすれば，平衡時からのゴムの伸びは

例えば

p
d2 + α2(x2 − x1)2 − d ' α2(x2 − x1)2

2d

などとなる。ただし，d À αx1,αx2 として近似をとっ

た。ゴムは平衡状態ですでに伸びていることも考慮し

て，その自然長からの伸びを βdとする。
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以上の設定でMathcadで運動方程式を求めると次

のようになった。

ẍ1 = − k
m
x1− κα

2

2m

∙
2β+

α2

d2
(x21+x

2
2−x1x2)

¸
(2x1−x2)

ẍ2 = − k
m
x2 − κα2

2m

×
∙
2β+

α2

d2
(x21+x

2
2+x

2
3−x1x2−x2x3−x3x1)

¸
(2x2−x1−x3)

ẍ3 = − k
m
x3− κα

2

2m

∙
2β+

α2

d2
(x23+x

2
2−x3x2)

¸
(2x3−x2)

「ふりこ三兄弟」の共振パターンの例　
（数値積分のためのソースの一部とグラフ）

ゴムの伸縮はフックの法則からかなりの逸脱が見ら

れ，また使用時のパラメータ値を特定するのも困難であ

る。したがって以上のモデルはかなりあらい近似になら

ざるを得ないが，「ふりこ三兄弟」の共振プロセスをよ

く再現し，パラメータのあらい測定精度の範囲では，繰

り返し周期もほぼ一致した。

6 おわりに

以上Mathcadによる振動系の解析のいくつかを例

にあげたが，そのソースについては紙数の都合で多くの

例を示すことはできなかった。詳しくはホームページで

公開しているので，そちらを参照いただきたい。連成棒

振り子については自己流の解析がすんだ後に，物理教育

学会誌の論文をみつけた。また，その他の系の解析もモ

デルとして妥当なものであるかどうか，過去の論文等に

あたっていないので多少不安なところもある。気づいた

点はご指摘いただければ幸いである。

CPUの速度が日進月歩で向上している現在，数値計算

の速度に加えてグラフィックスの表示速度も速くなって

きている。したがって，Mathcadにおける数式のフォ

ントもさらに品質の高いものにできるのではないかと期

待を抱いている。そうすれば，Mathcadドキュメント

がそのまま各種レポートや論文等に使用されることも多

くなるだろう。

Mathcad については，インターネット上にコラボ

レートリが開設され，各国のユーザーが様々なMath-

cadドキュメントを公開している。未だにMathemat-

icaほどポピュラーにはなっていないが，使い勝手のよ

さから国内でももっと普及して，プロとアマチュアを問

わず，数学ソフトで物理学を楽しみ，互いに交流できる

環境が広がっていくことを願っている。
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